Capitulo 13

Algunos trucos tutiles

13.1 Introduccion

Este capitulo esta organizado en dos partes. La primera presenta algunos trucos
genéricos que son utiles para problemas de programacion lineal y lineal entera-
mixta. En la segunda parte se sugieren algunos trucos ttiles para la formulacion
de problemas en GAMS.

13.2 Algunos trucos genéricos

En este apartado se presentan algunos trucos que facilitan, por un lado, la
formulacion y resolucién de gran variedad de problemas, y por otro, permiten
plantear tanto problemas no lineales como problemas lineales. En particular, se
describen trucos ttiles para los siguientes casos:

1. Tratamiento de variables no acotadas que por necesidades de programa-
cién deben formularse como no negativas

2. Conversién de un conjunto de restricciones lineales de desigualdad en un
conjunto equivalente de restricciones lineales de igualdad

3. Conversién de un conjunto de restricciones lineales de igualdad en un
conjunto equivalente de restricciones lineales de desigualdad

4. Conversién de un problema de maximizaciéon en un problema de minimi-
zacion

Conversién de una funcién objetivo no lineal en su equivalente lineal
Tratamiento de algunas funciones no lineales como lineales

Tratamiento de un espacio lineal como un cono

©® N o oo

Tratamiento de conjuntos alternativos de restricciones
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462 Capitulo 13. Algunos trucos ttiles

9. Tratamiento de restricciones condicionales
10. Tratamiento de funciones no continuas

11. Tratamiento de funciones no convexas a trozos

13.2.1 Tratamiento de variables no acotadas

Cualquier conjunto de variables no acotadas {x1,xa,...,2,} se puede sustituir
por otro conjunto formado por la diferencia entre dos variables no negativas

{y1 — 21,92 — 22, .., Yr — Z0|Y1, Y2, - Y > 0521, 22,0, 2, > 0}

Esta sustitucién implica que se duplica el numero de variables del conjunto
inicial.

Para hacer la anterior transformacion se considera que la variable x; tiene
una parte positiva y otra negativa, que se definen como

F = max{0,z;}

= max{0, —z;}

Yi = X
z = X

(13.1)

i
3
respectivamente. Asi, resulta sencillo comprobar que = = xjr —x; , donde tanto
a:;r como z; son no negativos. Sin embargo, como también se puede escribir
x = (v + k) — (z; + k) para cualquier k > 0, se tiene un nimero infinito de
descomposiciones.

Una mejora al planteamiento anterior consiste en sustituir el conjunto las r
variables no acotadas {x1, ..., 2, } por el conjunto r+1 de variables no negativas
{z7,..., 2}, 2"}, donde

x, = xf—a% i=1,2,...,r (13.2)

De esta forma se anade una sola variable en lugar de las r que se anaden con el
primer método.
El lector puede comprobar sin dificultad que si se elige

¥ = —min{zy,x9,..., 2. }; ¥ =x; +a*

entonces las variables {7}, ..., z} *} son no negativas. Nétese que si el conjun-
to {x7,...,zk, «*} cumple la igualdad (13.2), entonces {z+k, ..., x5 +k a*+k}
también la cumple, para cualquier & > 0.

Ejemplo 13.1 (conversién a variables no negativas). Supdngase el si-
guiente conjunto de restricciones

xr1 +x9 4x3 = 1
T —To —I3 S 1
1 tos > -1 (13.3)
X1 Z 0
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donde x; es la unica variable no negativa. Si se necesita obtener un conjunto
equivalente donde todas las variables sean no negativas, se tiene la siguiente
transformacién

T2 Y2 — 22
r3 = Y3 —Zz3 (134)
Y2,Y3, 22,23 = 0
donde yo = x;r, Yz = 9:3', y %2 = %5, 23 = T3 . Por tanto, el conjunto inicial de
restricciones se sustituye por

x1 +Y2 —22 +ys —z3 = 1
r1 —Y2 +z2 —y3 +z3 < 1
x1 tys —z3 = —1 (13.5)
T, Y2, 22, Y3, z3 = 0
[ |

Ejemplo 13.2 (conversién a variables no positivas: método alternativo).
Una mejora respecto al método empleado en el ejemplo anterior consiste en rea-
lizar el siguiente cambio de variables:

r3 = Yz —Y

y por tanto, el conjunto inicial de restricciones se sustituye por:

T Fy2 tys —2y = 1
1 —Y2 —y3 +2y < 1
13.7
z1 tys -y =2 1 (13.7)
L1, Y2, Ys, Yy, = 0
que contiene sélo una variable més que el conjunto (13.5). |

13.2.2 Transformacién de desigualdades en igualdades

Las restricciones de desigualdad pueden convertirse en restricciones de igualdad
anadiendo lo que se conoce como wvariables de holgura:

e Si
a1 + T + -+ Ty < by

entonces existe una variable x, 11 > 0 de forma que
;171 + 2T + 0+ Aip Ty + Tpg1 = by

e Si
ai1T1 + T2 + -+ ATy > b

entonces existe una variable z,1 > 0 de forma que

ai1T1 + QT2 + -+ AnTp — T = by
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Ejemplo 13.3 (transformacién de desigualdades en igualdades). Si se
introducen las variables de holgura u; y weo, entonces las restricciones de de-
sigualdad del conjunto de restricciones (13.5) se transforman en el siguiente
conjunto de restricciones de igualdad:

1 —Y2 +22 —y3 +z3 +up = 1
13.8
T +ys  —z3 —uz = -1 (13:8)

donde ahora se tiene que

T1,Y2,Y3, 22,23, U1, U2 > 0

13.2.3 Transformacion de igualdades en desigualdades

Un conjunto de m igualdades siempre puede transformarse en un conjunto equi-
valente de m + 1 desigualdades, como se demuestra en la siguiente proposicién.

Proposicién 13.1 (transformacién de igualdades en desigualdades). El
congunto de igualdades
alx=1b; (13.9)

%

es equivalente al conjunto de desitgualdades

alTx < by, i=1,...,m
m m
(Z a?) x > (13.10)
i=1 i=1
[ |
Demostracién. Es claro que si se cumple (13.9) también se cumple (13.10).
Inversamente, considérese que k € {1,...,m}. Entonces
m m
S O3C) S D SRR RS o) o
i=1 i#k i=1 ik
y teniendo en cuenta que afx < by, entonces
alx =

Ejemplo 13.4 (transformacién de igualdades en desigualdades). El
conjunto de igualdades

|
o

xr1 +xo I3
r1 —T2 —I3
€1 +r3 = -1

I
B
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es equivalente al conjunto de desigualdades

xr1 Fxo Fxz < 0
r1 —Io9 —T3 S 2
X +{I?3 S —].
3x1 +x3 > 1

13.2.4 Transformacién de maximizacion a minimizacién
Cualquier problema de maximizacién equivale a uno de minimizacién cuya fun-
cién objetivo tiene signo contrario. Concretamente, maximizar

T
Zmax =Cc X

equivale a minimizar

T
Zmin = —C X

donde ambos problemas estdn sujetos al mismo conjunto de restricciones. Obsérvese
qQue Zmaz = —Zmin, aunque el valor 6ptimo de las variables de ambos problemas
coincide.

13.2.5 Transformacion de funciones no lineales en lineales

El problema de minimizacion

Z = f(x)

sujeto a

h(x) = 0

ex) < 0 (13.11)
es equivalente al problema de minimizacién

Z =y

sujeto a

h(x) = 0

gx) < 0 (13.12)

fx) <y

La demostracién de esta equivalencia es sencilla.
Este truco resulta 1til para aquellas técnicas de resolucién que requieran una
funcién objetivo lineal.

13.2.6 Tratamiento de funciones no lineales como lineales

Los PPL se restringen a problemas cuya funcién objetivo es lineal y también lo
son sus restricciones. Cuando la funcién objetivo o alguna de las restricciones
no es lineal, se tiene un PPNL. Sin embargo, para ciertos casos, es posible
transformar un PPNL en un PPL equivalente.
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Tratamiento de valores absolutos

La funcién valor absoluto es una funciéon que se utiliza con cierta frecuencia
en problemas de optimizacién. Esta funcién, ademaés de ser no lineal, es una

funcién no diferenciable.
El PPNL que minimiza

sujeto a

equivale al PPL que minimiza

sujeto a

Z = |cTx|
Ax=Db
Z =y
Ax = Db
cI'x < Y
—cx < y
y = 0

Genéricamente, el PPNL que minimiza

m
Z=>) lelx|
i=1

sujeto a

equivale al PPL que minimiza

sujeto a

IVAIAIA I

Ax=Db

Tratamiento de la funcién maximo

Otra funcién de interés es la funcién maximo que también es no lineal y no
diferenciable. A continuacion, se presenta un truco para el tratamiento de esta

funcién.

El PPNL que minimiza

7 =

T

max |c; x|

i=1,2,...,m
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sujeto a
Ax=Db
equivale al PPL que minimiza
Z =y
sujeto a
Ax = b
cZTx < vy, 1=12,....m
—ciTx < vy, 1=12,....m
y =2 0

El Problema de la programacion lineal fraccional

El problema de la programacion fraccional consiste en optimizar el cociente de
dos funciones lineales sujeto a un conjunto de restricciones también lineales.
Este problema puede plantearse como sigue. Minimizar

P X+«
o — (13.13)
sujeto a
Ax < b
< > 0 (13.14)

donde p y q son vectores de dimension n, b es un vector de dimension m, A es
una matriz de dimensiéon m X n, y a 'y (8 son escalares.

Este problema puede transformarse en un PPL mediante el siguiente teorema
debido a Charnes y Cooper [25].

Teorema 13.1 (programacién fraccional). Si el conjunto factible
X ={x|Ax <b yx >0}

es acotado y no vacio, y si ' x + 3 > 0 para cada x € X, el problema (13.13)-
(13.14) equivale al PPL: Minimizar

ply +az (13.15)
sujeto a
Ay—-bz < 0 (13.16)
dly+p8: = 1 (13.17)
y =2 0 (13.18)
z > 0 (13.19)

que tiene solo una variable y una restriccion adicionales. |
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Este teorema se basa en la siguiente trasformacion:

1
z=—— and = zX, 13.20
o y ( )

Ejemplo 13.5 (programacion fraccional). Supdngase el siguiente proble-
ma de programacién lineal fraccional. Minimizar

T + ].
To + 2
sujeto a
T +ry < 1
L1, X2 2 0

Para transformar este problema de programacién lineal fraccional en uno lineal,
se realiza la transformacién (13.20)
1
z=——;y=2X
7o + 1 y )

y se obtiene el siguiente PPL. Minimizar

Y1+ 2
sujeto a
y1+y2—2 < 0
Y2 +22 =
Y1,Y2, 2z 2 0

13.2.7 Espacio vectorial como cono

En ocasiones, puede resultar interesante tratar sélo con las componentes no
negativas de un vector. La siguiente proposicion puede ser ttil en estos casos.

Proposicién 13.2 (espacio lineal como cono). Un espacio lineal A, es
un caso particular del cono

A,=(A:—A),, (13.21)

donde —A es la parte negativa de A. En otras palabras, un espacio lineal es el
cono generado por sus generadores y los vectores opuestos de los mismos. |

Obsérvese que esto equivale a duplicar el nimero de generadores. Sin em-
bargo, existe una solucién mas eficiente que la que muestra el siguiente teorema.
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Teorema 13.2 (espacio vectorial como cono). Dado un espacio lineal A,
y un vector x € A, con todas sus componentes positivas respecto al conjunto de
generadores, entonces A, = (A 1 —X),. |

Demostracién. Como (A : —x), C A, sélo se necesita demostrar que A, C
(A : —x),. Puesto que x puede expresarse como:

m
x=Y oia; 0;>0i=1,...,m (13.22)
i=1
siy € A,, para cualquier real 7, se tiene

m

y = Zpiai = Z pid; + TX — X = Z (pi + mo;) a; + 7(—x%) (13.23)
i=1

i=1 i=1

Si se elige
7= max |2|>0 (13.24)
i=1,....m g;
se tiene p; + mo; > 034 =1,...,m, y finalmente y € (A : —x),. [ |

Nota 13.1 El teorema anterior implica en la prdctica que cualquier espacio li-
neal generado por m vectores puede considerarse como un cono generado por
m + 1 wvectores. Esto mejora el resultado de la proposicion 13.2, expresion
(13.21), que requiere 2m generadores.

Para expresar un espacio lineal como un cono, se puede elegir x de muchas
formas, sin embargo, x = Z:il a;, conduce a ™ = max;=1__m |pi|, que es una
eleccion muy conveniente de X. [ |

Ejemplo 13.6 (espacio vectorial como un cono). Considérese el espacio
vectorial A, donde

1 -1
A= 2 0
3 1

De acuerdo con la nota 13.1, se puede aplicar el teorema 13.2, con

X = Z a; = (1a2a3)T + (_1707 1)T = (07274)T

i=1,2

y obtener A, = (A : —x). = B, con

1 -1 0
B=| 2 0 -2
3 1 -4

Ahora bien, dado el vector y, de A,, como

y = _(L 2; 3)T - 2(_1707 1)T = (17 _2a _5)T
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se puede elegir

m = max|p;| = max(| —1],| = 2|) =
y luego
y = (1,2 —5) =(— 2)(1,2,3)"+ (-2 +2)(~1,0,1)" +2(0, =2, =4)"
= (1.2.3)7 +2(0.~2,—4) = a +2(—x)
(13.25)
que es una combinacion lineal no negativa del vector a; y del vector —x. |

13.2.8 Restricciones alternativas

Las variables binarias constituyen una poderosa herramienta para modelar no
linealidades de diversa naturaleza, que aparecen con frecuencia en el mundo de
la ingenieria. Una aplicacién posible de las variables binarias es modelar el cum-
plimiento de al menos uno de dos conjuntos de restricciones. Para conseguirlo,
se necesita la siguiente proposicién.

Proposicién 13.3 (restricciones alternativas). Considérense dos conjun-

tos de restricciones:

A{x

T
As5x

b, (13.26)

<
< by (13.27)

El conjunto de restricciones que asegura el cumplimiento de al menos una
de las restricciones anteriores es:

ATx —yd; < by (13.28)
ATx —yody < by (13.29)
y1t+y2 < 1 (13.30)
yi,92 € {0,1} (13.31)
Las matrices columna di y do deben satisfacer para todo x que:
ATx < bi+diedi >ATx—by (13.32)
ATx < by+tdyedy>Alx b, (13.33)

Por otro lado, si se necesita que se cumpla tan sélo una restriccion de las
dos posibles, entonces la condicion y1 +y2 < 1 se debe sustituir por y, +ys = 1.
[ ]

Demostraciéon. Puesto que se cumplen (13.30) y (13.31), se tiene tres casos
posibles.
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Caso 1. y; = y2 = 0. En este caso, (13.28) y (13.29) se transforman en (13.26)
y (13.27), respectivamente; por tanto se cumplen las dos restricciones.

Caso 2. y; = 0; ys = 1. Puesto que (13.33) se cumple para todo z, y como
(13.29) se transforma en (13.33), (13.29) no esta activa, es decir, se puede eli-
minar.

Caso 3. y1 = 1; y2 = 0. Puesto que (13.32) se cumple para todo z, y como
(13.28) se transforma en (13.32), (13.28) no estd activa, es decir, se puede eli-
minar.

Ejemplo 13.7 (restricciones alternativas). Considérese el siguiente con-
junto de restricciones:

—X7 S 0 -1 0 0
m < 20 1 (xl)g 2 (13.34)
21 —x5 < 0 2 1) \"™ 0
y
—z; <0 -1 0 0
—zy < 0= 0 41 (ﬁl)g 0 (13.35)
T4z < 1 11 2 1

que delimitan los conjuntos factible A y B, que aparecen en la figura 13.1 con
sombreado claro y oscuro, respectivamente.

Para calcular los limites correspondientes a (13.32) y (13.33) se puede buscar
aquella region que con las menos modificaciones posibles tenga unos limites pa-
ralelos a los limites de A que contienen a B. Esta region es OST'. Anédlogamente,
aquella regién que con las menos modificaciones posibles tenga sus limites pa-
ralelos a los limites de B y que contiene a A, es la regién PQR.

Estas dos nuevas regiones pueden definirse mediante el siguiente conjunto de
restricciones

—z1 < 0 -1 0 . 0 0
< 20 1 (xl) -0 <2 (13.36)
201 —xy < 2 2 1 2 2 0
—X1 S 0 -1 0 0
2y < 0 &[0 <x1) —wlo]<|o (13.37)
T1+12 < 3 1 1) \" 2 1
de lo que se obtiene que
0
di=dy={0 (13.38)
2

Sin embargo, basta con elegir d; y ds suficientemente grandes.
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Figura 13.1: Representacién grafica de las restricciones alternativas del ejemplo
13.7.
13.2.9 Tratamiento de restricciones condicionales
Una condicién del tipo
filzy, ... ) > by implica que fo(xy, .o xn) < by (13.39)
es equivalente al siguiente conjunto de restricciones
fl(l'l,...,l'n) Sbl y/O fQ(ZL'l,...,SUn) §b2 (1340)

Las restricciones alternativas se analizaron en el apartado 13.2.8.
A continuacién se demuestra la equivalencia anterior. El conjunto original

de condiciones tinicamente se incumple cuando
fl(xl,...,xn) > by y fz($1,...7.’tn) > by (1341)
y, por tanto, se cumple cuando

filxy, ..o xn) < b y/o fo(xy, ... xn) < b (13.42)

13.2.10 Tratamiento de funciones no continuas

Las variables binarias también permiten el tratamiento de funciones no conti-
nuas, lo que se demuestra en la siguiente proposicion.
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f(x)

[
o
|

0 a b C

Figura 13.2: Funcién no convexa a trozos.

Proposicién 13.4 (discontinuidad). La funcion discontinua a minimizar

0 z=0
f(x)_{k—i—cx 0<x<b; k>0 (13.43)
se puede formular como
f@) = hy+co
r < by
< 0 (13.44)
y € {01}
[ |

Demostracién. Se analizan las dos tnicas posibilidades:

Caso 1. Siy = 0 por la segunda y tercera ecuacién en (13.44), se tiene que
0 <z <0; es decir, x = 0, y sustituyendo = y = 0 en la primera ecuacién se
tiene que f(x) = 0.

Caso 2. Si, por el contrario y = 1, se tiene que 0 < z < by f(x) = k + cz.
Obsérvese que la discontinuidad en cero (f(0) = 0, f(07) = k) deja de existir al
minimizar f(x), pues esto implica que f(07) = 0. ]

13.2.11 Tratamiento de funciones no convexas a trozos

En este apartado se explica cémo usar variables binarias para tratar funciones
no convexas a trozos.
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Proposicién 13.5 (funcién no convexa a trozos). La funcidn no conveza
a trozos (véase la figura 13.2)

ax 0<zr<a
f)=<¢ aa+f(z—a) a<z<b
aa+Bb—a)+y(x—-b) b<z<c

donde
b<a<vy, a,B,v>0; a<b<c a,byc>0

puede expresarse como

flz) = ax+ Prs + yas (13.45)

r = X1+ xo+x3 (13.46)

aw; < 11 =0 (13.47)
wa(b—a) < xp < (b—a)uy (13.48)
0 < z3<(c—Dbuws (13.49)

wy < wy (13.50)
wy,wy € {0,1} (13.51)

|

Demostraciéon. Como consecuencia de las dos tltimas restricciones (13.50) y
(13.51), se tiene tres casos posibles:

Caso 1. wy = w; = 0. Lo anterior, junto con (13.47)—(13.49), implica que
2o =x3 =0y 0 <z <a,y, por tanto, (13.46) levaaz =z, y0 <z <a,y

f(z) = az.

Caso 2. wy = 0; w; = 1. Lo anterior, junto con (13.54)—(13.56), impli-
caque 23 = 0y 0 < azp <b—ayxz = a,y, por tanto, (13.53) lleva a
r=a+r2=>a<z<by f(r)=aa+ f(x—a).

Caso 3. wy = w; = 1. Lo anterior, junto con (13.54)—(13.56), implica que
0<z3<c—b,xa=b—ayx =a,y, por tanto, (13.53) lleva a x = b+ x5 =
b<z<cy f(x)=aa+ B(b—a)+~y(x—0). |

Proposicién 13.6 (funcién no convexa a trozos con discontinuidad ini-
cial). La funcidn no convezxa a trozos con discontinuidad inicial (véase la figura

13.3)

0 0<zr<a
) fot+a(r—a) a<z<b
FE =0 fo+alb—a) + Bz —b) b<z<c

fotalb—a)+8(c—>b)+v(x—c) c<z<d

donde
0<f<a<y O<a<b<e<d
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f(x)

X

Figura 13.3: Funcién no convexa a trozos con discontinuidad inicial.

puede expresarse como

fx) = vfo+aw + Brs+ s (13.52)

T = wva+x+r0+ a3 (13.53)
wi(b—a) < z <(b—a)v (13.54)
wa(c—b) < w2 < (c—buy (13.55)
0 < 23<(d—c)ws (13.56)

wy < wp Sw (13.57)
v,wi,we € {0,1} (13.58)
|

Demostracién. Como consecuencia de las dos ultimas restricciones (13.57) y
(13.58), se tiene cuatro casos posibles:

Caso 1. wy = w; = v = 0. Lo anterior, junto con (13.54)—(13.56), implica que
x1 =29 =23 =0, y, por tanto, (13.53) llevaa z =0y f(x) =0.

Caso 2. wp = w; = 0; v = 1. Lo anterior, junto con (13.54)—(13.56),
implica que zo = 23 = 0y 0 < x; < b — a, y por tanto, (13.53) lleva a
r=a+z1=>a<z<by f(z)= fo+alx—a).

Caso 3. wp = 0; w; = v = 1. Lo anterior, junto con (13.54)-(13.56), im-
plica que 53 = 0,0 < 29 < c—by x; = b— a, y por tanto (13.53) lleva a
r=btary=>b<zx<cy f(zx)=fo+alb—a)+p(x-D0).
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Caso 4. we = wy; = v = 1. Lo anterior, junto con (13.54)-(13.56), implica
que 0 < a3 < d—c¢, 29 =c—byxz =b—a,y por tanto (13.53) lleva a
r=ct+ar3=>c<xz<dy f(zr)=fo+ald-—a)+B(c—>b)+vy(x—-c).

13.3 Algunos trucos en GAMS

En este apartado, se presentan los siguientes trucos en GAMS:

Asignacién de valores a una matriz

Definicién de matrices simétricas

Definicién de matrices cuasi-vacias
Descomposiciéon de un problema en subproblemas
Adicién iterativa de restricciones

Tratamiento de los estados inicial y final

Anélisis de sensibilidad

Dependencia del flujo del programa con respecto a la resolucién de un
problema

13.3.1 Asignacién de valores a una matriz

La mayoria de los lenguajes de programacién utilizan bucles para asignar valores
a los elementos de una matriz. En GAMS, esto no es necesario, el usuario de
GAMS puede asignar un valor inicial a todos los elementos de la matriz con una
sola sentencia. Esto se debe a que en GAMS la asignaciéon se hace en ‘paralelo’.
El siguiente ejemplo ilustra como realizar esta asignacion. Sean las siguientes
matrices:

(111 (2 3 4
Mm=14q 1 1) ™73 4 5

El cédigo para definir ambas matrices puede ser el siguiente:

SETS

I indice de filas /1x2/
J indice de columnas /1*3/;

PARAMETER m1(I,J),m2(i,J);

** Asignacion en paralelo para todos los elementos
mi(I,J)=1;
m2(I,J)=ord(I)+ord(J);

DISPLAY mi,m2;
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La anterior sentencia DISPLAY produce:

-——— 9 PARAMETER M1

1 2 3
1 1.000 1.000 1.000
2 1.000 1.000 1.000

-—== 9 PARAMETER M2

1 2 3
1 2.000 3.000 4.000
2 3.000 4.000 5.000

13.3.2 Definicién de una matriz simétrica

Para representar una matriz simétrica basta con definir la submatriz triangu-

lar superior. Los valores de la submatriz triangular inferior se pueden asignar

posteriormente utilizando una expresién condicional. Para ilustrar este truco,
se considera la siguiente matriz simétrica:

1 0 3

a=|( 0 2 4

3 4 5

El cédigo GAMS que permite definir esta matriz es el siguiente:

SET I indice de filas y columnas /1*3/
ALIAS(I,J);

PARAMETER a(I,J) matriz de datos
/1.1 1
2.2 2
5
3
4

N = W
w w w

/3

** Primero se muestra, en la salida, la submatriz triangular superior
DISPLAY a;

** Se asignan valores a la submatriz triangular inferior
a(I,)$(ord(I) gt ord(J))=a(J,I);

** Se muestra en la salida la matriz completa
DISPLAY a;

El resultado que produce la sentencia DISPLAY es el siguiente:

=== 13 PARAMETER A matriz de datos
1 2 3

1 1.000 3.000

2 2.000 4.000

3 5.000

———= 19 PARAMETER A matriz de datos
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1 2 3
1 1.000 3.000
2 2.000 4.000
3 3.000 4.000 5.000

En el apartado 11.4.10 se presenta un ejemplo alternativo.

13.3.3 Definicién de una matriz cuasi-vacia

Las matrices cuasi-vacias se pueden definir de distintas maneras en GAMS. La
opcion mas sencilla es definirlas por enumeracién de los elementos distintos de
cero. Esta opciéon es apropiada cuando la posicién de los elementos distintos de
cero no sigue ningun patrén determinado. Sin embargo, las matrices cuasi-vacias
de gran dimension suelen tener una distribucién determinada de sus elementos
distintos de cero. En estos casos, puede resultar ineficiente la enumeracion de
los elementos, y es mejor aprovechar el conocimiento de la distribucion que
siguen estos. Si la posicion de los elementos distintos de cero sigue un patron,
las asignaciones pueden realizarse imponiendo condiciones sobre los indices de
sus posiciones. De lo contrario, es necesario definir un conjunto especial que
establezca la correspondencia entre elementos que tengan el mismo valor. Sea
la siguiente matriz

001200
012001
_|120010
20010 2
001020
010201

Un cédigo que aprovecha la distribucion de los elementos distintos de cero puede
ser

SET I indice de filas y columnas /I1*I6/;

ALIAS(I,J);

PARAMETER s(I,J) matriz cuasi-vacia;
s(I,3)$(mod((ord(I)+ord(J)),4) eq 0)=1;

s(I,J)$(mod((ord(I)+ord(J)),5) eq 0)=2;
DISPLAY s;

El siguiente cédigo define la matriz s mediante la enumeracion de las posi-
ciones que ocupan los elementos distintos de cero.

SETS I indice de filas y columnas /I1*I6/

MAP1(I,I) /11.13,12.12,12.16,13.15,14.14,16.16/
MAP2(I,T) /11.14,12.13,14.16,15.1I5 /;
ALIAS(I,J);

PARAMETER s(I,J) matriz cuasi-vacia;

s(I,J)$MAP1(I,J)=1;
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s(I,J)$MAP2(I,J)=2;
s(I,3)$(ord(I) gt ord(J))=s(J,I);

DISPLAY s;

Los dos codigos anteriores producen la misma matriz:

———= 10 PARAMETER S matriz cuasi-vacia

I1 I2 I3 I4 15 I6
I1 1.000 2.000
I2 1.000 2.000 1.000
I3 1.000 2.000 1.000
I4 2.000 1.000 2.000
I5 1.000 2.000
I6 1.000 2.000 1.000

13.3.4 Descomposicion de un problema separable

En algunas ocasiones, desde una perspectiva computacional, puede resultar 1til
descomponer un problema en varios subproblemas. En estos casos, se puede
formular el problema igual que si no fuese separable, y luego, mediante un
bucle, se resuelven secuencialmente los distintos subproblemas. Por ejemplo,
dado el siguiente problema de optimizaciéon. Minimizar

n n

7 = Z Z CijTij

j=11i=1
sujeto a

n
Zaixiijj j:].,...,n
i=1

Este problema se puede descomponer en tantos subproblemas como el car-
dinal del intervalo de variacién del indice j (un total de n subproblemas). Cada
uno de estos subproblemas tiene la forma siguiente: Minimizar

n
7 = E Cijl'ij
i=1

sujeto a

n
E aimij Z bj
i=1

Para comprobar cémo GAMS resuelve los n subproblemas, se sugiere estu-
diar el fichero de salida GAMS que genera el siguiente cddigo:

SETS I indice de filas /1x2/
J indice de columnas /1%3/

DIN(J) conjunto dinamico;

ALIAS(J,J1);
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PARAMETERS c(I,J),a(I),b(J);
c(I,)=1; a(I)=1; b(I)=1;

POSITIVE VARIABLE x(I,J);
VARIABLE z;

EQUATIONS
Cost(J) funcion objetivo
Rest(J) restriccion;

Capitulo 13. Algunos trucos ttiles

Cost (J)$DINCI). . SUM(I,c(I,J)*x(I,J)) =e= z;

Rest (J)$DIN(J) .. SUM(I,a(I)*x(I,J)) =g=
Model descompone /all/;

DIN(J)=NO;

loop(J1,
DIN(J1)=YES;
Solve descompone using lp minimizing z;
DIN(J1)=NO;

)3

b(J);

13.3.5 Adicién iterativa de restricciones a un problema

Este truco es de utilidad para algoritmos que resuelven un problema de forma
iterativa. La solucion 6ptima del problema de partida se consigue iterativamente
mediante la resoluciéon de problemas intermedios a los que se van anadiendo
restricciones. Las restricciones que se anaden tienen la misma estructura pero
difieren en los datos. Para programar este tipo de algoritmos es necesario el
uso de bucles y conjuntos dindmicos. En primer lugar, se inicia el conjunto
dindmico al conjunto vacio. Luego, este conjunto se actualiza anadiendo el indice
que referencia la nueva restriccion en cada iteracion. Considérese la siguiente

secuencia de problemas.
Minimizar

sujeto a

ax > b(i), 7=

1.1

Supdngase que el nimero maximo de iteraciones que necesita el algoritmo es
5, (t = 5), y también que el escalar b() se incrementa en uno tras cada iteracion;
entonces se puede resolver el problema anterior en 5 iteraciones utilizando el

siguiente codigo:

SETS I contador de iteraciones /1*5/
DIN(I) conjunto dinamico;

ALTIAS(I,I1);
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SCALARS c,a;

PARAMETER b(I);
c=1; a=1; b(I)=1;

POSITIVE VARIABLE x;
VARIABLE z;

EQUATIONS
Cost funcion objetivo
Rest(I) restriccion;

Cost.. Cc*X =e= Z;
Rest (I)$DIN(I) .. a*x =g= b(I);

Model adicion /all/;

DIN(I)=NO;

loop(I1,
DIN(I1)=YES;
Solve adicion using lp minimizing z;
b(I+1)=b(I)+1;

)3

Para comprender mejor el funcionamiento del codigo anterior, el lector debe
estudiar el fichero de salida GAMS.

13.3.6 Tratamiento de los estados inicial y final

En muchos problemas de ingenieria es importante establecer los estados inicial
y final de ciertas variables. En GAMS, estos estados se pueden tratar mediante
condiciones sobre las variables y restricciones que los modelan. Como siempre,
el programador debe definir un conjunto ordenado para recorrer las variables
en cuestion. En ese conjunto ordenado se puede distinguir mediante distintos
identificadores un indice para el estado inicial y otro para el estado final. En
GAMS, siempre es posible referirse al primer y ultimo elemento de un conjunto
que representardan respectivamente, el estado inicial y final. Por ejemplo, dado
el conjunto K de periodos de tiempo, las condiciones para referirse a distintos
subconjuntos son:

e $(ord(K) EQ 1) para el instante inicial
e $(ord(K) EQ card(K)) para el instante final

e $((ord(K) GT 1) AND (ord(K) LT card(K))) para todos los instantes, ex-
cepto el inicial y el final.

Para mas detalle, véanse los ejemplos de planificacién de la produccién y de
la programacién horaria de centrales térmicas en los apartados 11.2.2 y 11.3.6,
respectivamente.
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13.3.7 Analisis de sensibilidad

En ciertas aplicaciones, puede ser de interés establecer la dependencia de la solu-
cion respecto a algunos pardametros. Para ello, el problema se resuelve repetidas
veces cambiando algunos datos de entrada o limites de sus variables.

A continuacién se muestra, a modo de ejemplo, la dependencia de la solu-
ciéon de un problema respecto a un coeficiente de una restriccion. El valor del
coeficiente se modifica en cada iteracién. Minimizar

J =cx

sujeto a

a®y > b.

El coeficiente a se incrementa en una unidad en cada iteracion, es decir,
a1 = ¢® 4 1. El siguiente cédigo resuelve el problema 5 veces variando el
valor de a.

SET I contador de iteraciones /1%5/

SCALARS a,b,c;
a=1l; b=1; c=1;

POSITIVE VARIABLE x;

VARIABLE z;

EQUATIONS

Cost funcion objetivo
Rest restriccion;
Cost.. C*X =e= Zz;

Rest.. a*x =g= b;

Model analisis /all/;

loop(I,
Solve analisis using lp minimizing z;
a=a+l;

)

13.3.8 Dependencia del flujo del programa

En ciertos casos, es interesante variar la estructura de un modelo segtn la infor-
macién que se obtiene de problemas resueltos con anterioridad. Por ejemplo, si
tras la resolucién de un problema se concluye que éste no esté acotado, se puede
acotar anadiendo una nueva restriccién al problema anterior y resolviéndolo de
nuevo. El siguiente problema muestra un ejemplo sencillo. Minimizar

J =cx
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Si la solucién del problema anterior estda acotada se termina la ejecucion
del programa; si no, se anade un nueva restriccion, de forma que el problema
anterior se reescribe como sigue. Minimizar

Z =cx
sujeto a

ar > b

El siguiente codigo refleja la resolucion condicionada de este ultimo proble-
ma. En el cédigo se incluyen algunos comentarios aclaratorios.

SCALARS c,a,b,cond;
c=1; a=1; b=1;

VARIABLE x,z;
EQUATIONS
COST funcion objetivo

REST restriccion adicional;

COST. . C*X =e= z;
REST$(cond eq 1).. a*x =g= b;

MODEL depende /ALL/;

** Si cond es 0 no se incluye en el modelo la restriccion REST
cond=0;

** Se resuelve el modelo sin la restriccion REST
SOLVE depende USING 1lp MINIMIZING z;

** Si el problema no esta acotado se agrega la restriccion REST
** y se vuelve a resolver

if (depende.modelstat eq 3,

**  Se incluye en el modelo la restriccion REST
cond=1;

*k El modelo se resuelve con la nueva restriccion
SOLVE depende USING 1lp MINIMIZING z;
)s

Para comprender mejor el funcionamiento del programa, el lector debe estudiar
el fichero de salida GAMS

Ejercicios

13.1 Un problema de estimacién se puede formular como

Minimizargcc F(¥,y(0))
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13.2
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donde y son los datos observados, e y(©) son los valores predichos por un
modelo en funcién del vector de pardmetros que se quiere estimar. F' pue-
de ser cualquier relacion entre los datos observados y los datos predichos.
Si F es la relacion que viene dada por la norma euclidea (|| -||2), el método
de estimacién se denomina método de los minimos cuadrados (MMC), y F'
serd iguala .| (; — y;)?. Si F viene dada por la norma ¢y (|-]|1), es de-
cir, F(y,y) = >y |9 — yi|, el método se denomina el método del minimo
valor absoluto (MVA). Otra posibilidad es expresar I' como la norma del
supremo (||-||s) lo cual implica que F(y,y) = max{|j; —y;| i =1,---,n}.
Este método se denomina método de estimacién min-maz (MM). Con-
sidérense los dos modelos tedricos que describen la variable y; como una
funcién de los parametros a y b

Modelo lineal Y = a-+bx;

Modelo no lineal y; = (x; —a)’

Estimar los pardmetros a y b suponiendo que (a,b) € R? en ambos mo-
delos, segin los datos de entrada de la Tabla 13.1, mediante los métodos
MMC, MVA y MM.

Tabla 13.1: Datos de entrada para el problema de estimacion

1.4

3.8

5 6.7
9.2
15.2
24.3
30.2

Uk W N~ = OlR
. S

Considérese la siguiente secuencia de problemas. Minimizar

Z=x

sujeto a

aDy > b =1 t

yoeeey

Supéngase que (t = 5), y también que los parametros (a(?,b(")) vienen
dados por la Tabla 13.2. Escribir un cédigo en GAMS para resolver la
secuencia de problemas anteriores.
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Tabla 13.2: Parametros para la secuencia de problemas

1.7
2.4
3.8
4.2
5.7

Tk W N~

13.3 Sea un circuito eléctrico con 3 nudos y 3 lineas. El limite de capacidad
y la susceptancia de las lineas (véase la seccién 1.8 del capitulo 1) vienen
dados por la siguiente tabla:

Linea Susceptancia Limite

1-2 2.5 0.3
1-3 3.5 0.7
2-3 3.0 0.7

La demanda eléctrica en el nudo 3 es de 0.85 MW. Existen dos generadores
ubicados en los nudos 1 y 2, respectivamente. Los limites de producciéon
de estos generadores son los siguientes:

Generador Limite superior Limite inferior
1 0.9 0
2 0.9 0

El coste de produccién de los generadores se expresa como

ST F+Vipe ifp >0

donde F; es el coste fijo, V; es el coste variable, y p; es la potencia de
salida.

Los costes fijo y variable de los dos generadores viene dados por la siguiente
tabla:

Generador F; 'V
1 10 6
2 5 7

Determinese la produccién de cada generador de forma que el coste total
al suministrar la demanda sea minimo. Repitase el problema tomando
F, =10.
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13.4 Sea el siguiente problema de programacién lineal. Minimizar

7 = T
sujeto a
721’1 + 9 § 0
1 — X2 S 2
1 +x2 < 6

(a) Resuélvase graficamente
(b) Exprésese el problema en forma estdndar considerando las siguientes
alternativas:
(i) Tratamiento de las variables no acotadas como la diferencia entre
dos variables no negativas
(ii) Tratamiento de las variables no acotadas anadiendo una sola
variable

(¢c) Empléese GAMS para resolver el problema formulado con las dos
alternativas y comparar los resultados

13.5 Sea el siguiente problema de programacién lineal fraccional. Minimizar

21 — 223+ 3
T, 4+ 2o+ 23+ 1
sujeto a
72561 + X9 S 0
— T2 S 0
Ty —x < 2
1 +x2 < 6

(a) Empléese GAMS para resolver el problema de programacién lineal
fraccional

(b) Formiilese este problema como un problema de programacién lineal

(¢) Empléese GAMS para resolver el problema de programacién lineal y
comparar los resultados con los obtenidos en (a).

13.6 Sean los dos conjuntos de restricciones

—2r; +x2 < 0

A= T — T2 S 2
r1 + X9 S 6

-1 + X2 S —6

B = —x1 +x9 < =2
3$1 — T2 S 18
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Tabla 13.3: Distribucién de la temperatura dentro de la pared

Distancia 0 02 04 06 08 1.0
Temperatura 400 350 250 175 100 50

(a) Exprésese matemdticamente el siguiente problema. Minimizar
Z = xr1 — 3{E2

sujeto a
(xl,xg) € AUB

(b) Resuélvase graficamente este problema

(c) Empléese GAMS para resolver este problema. Modifiquese el c6digo
GAMS para obtener una solucién éptima alternativa

13.7 Sea un problema de programacién lineal con restricciones de igualdad y
desigualdad. Escribase un problema equivalente con sélo restricciones de
desigualdad.

13.8 Sea un problema de programacién matemaética con una funcién objetivo
no lineal. Escribase un problema equivalente con una funcién objetivo
lineal.

13.9 La Tabla 13.3 muestra la variacién de temperatura dentro de una pared,
que se calienta por una de sus caras, respecto a la distancia de la zona en
la que se aplica el calor. Se quiere ajustar estos datos a un modelo lineal
que exprese la temperatura como una funcién de la distancia

T=a+bx

donde a y b son constantes. Si los pardmetros se estiman minimizando los
errores siguientes, determinense estos coeficientes, por medio de GAMS y
los trucos que se describen en este capitulo.

(a)
> lla+ba; =T

(b)

max||a + b, — T
K2

donde las parejas (z;,7;) vienen dadas por la Tabla 13.3.

13.10 Dada una matriz T'(i, j), escribir una sola sentencia de GAMS que permita
contar los elementos de la diagonal principal que son distintos de 10.
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13.11 En GAMS, una vez se fija el valor de una variable, ésta permanece cons-
tante a lo largo del tiempo de ejecucién. Supdngase que se requiere resolver
un problema mediante un algoritmo iterativo en que el valor de la variable
es fijo, pero distinto en cada iteracién. Escribase el cédigo GAMS para
abordar este caso.



